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Untersuchungen über Kurven dritter Ordnung im 
Anschluss an eine Grassmann’sche Erzeugungsweise. 


S 1. Einleitung. 


In mehreren Aufsätzen in Crelle’s Journal für die reine 
und angewandte Mathematik behandelt Hermann Grassmann 
d. Ältere die Erzeugung von Kurven durch gewisse Bewegungs- 
mechanismen. Diese bestehen aus festen Punkten, um die sich 
Geraden drehen, sowie aus festen Geraden, auf denen Punkte 
fortrücken, und zwar finden diese Bewegungen derart statt, 
dass ein von diesen festen „Elementen“ in gewisser Weise 
abhängiger Punkt (oder eine in gewisser Weise abhängige 
Gerade) eine bestimmte Kurve durchläuft (umhüllt). 


Für diese Mechanismen hat Grassmann den allgemein 
gültigen Hauptsatz aufgestellt: 


„Wenn die Lage eines beweglichen Punktes x in der 
Ebene dadurch beschränkt ıst, dass ein Punkt und eine 
Gerade, welche durch Konstruktionen vermittels des Lineals 
aus jenem Punkte x und einer Reihe fester Punkte und 
Geraden hervorgehen, zusammenliegen sollen (das heisst der 
Punkt in der Geraden liegen soll), so beschreibt der Punkt x 
ein algebraisches Punktgebilde, und zwar vom n-ten Grade, 
wenn bei jenen Ronstruktionen der bewegliche Punkt n-mal 
angewandt ıst.““!) 


Selbstverständlich gilt auch der duale Satz. 2) 


Ein spezieller Fall war vorher in der von Braikenridge 
und Mac Laurin gefundenen Erzeugung von Kegelschnitten 


1) Journal f.d.r. u. a. Mathematik 31 (1846) S. 111—113, und Gesammelte 
Werke 2, 1 S. 49-51. 
2) Journal f. d. r. u. a. Mathematik 31 (1846) S. 119, und Gesammelte Werke 
2,1. S. 58. 
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schon bekannt, wonach eine Ecke eines Dreiecks, dessen drei 
Seiten sich um feste Punkte drehen, einen Kegelschnitt be- 
schreibt, wenn die beiden anderen Ecken sich auf festen Ge- 
raden bewegen, ein Satz, der eigentlich nur eine andere Form 
des Pascal’schen Satzes von dem einem Kegelschnitte ein- 
geschriebenen Sechseck darstellt. 


Die Gleichungen der entstehenden Kurven gibt Grass- 
mann in Gestalt eines sogenannten „planimetrischen Pro- 
duktes“ an. 

Unter dem planimetrischen Produkte /ad) zweier Punkte 
a und 5 versteht Grassmann das von a bis 5 gemessene Stück 
ihrer Verbindungslinie; unter dem planimetrischen Produkte 
(AB) zweier Geraden Ä und > ihren Durchschnittspunkt und 
unter dem Produkte Ad oder 5A einer Geraden A in einen 
Punkt Ö, der nicht in ihr liegt, einen Flächenraum, welcher, 
mit einer anderen Grösse multipliziert, nur dann Null gibt, 
wenn diese andere Grösse selbst Null ist. 

Ein solches planimetrisches Produkt, gleich Null gesetzt, 
bedeutet, dass 2 und d, bezw. A und D zusammenliegen. 
Wird das planimetrische Produkt (a2) eines Punktes @ mit 
einer Geraden 3 gleich Null gesetzt, so bedeutet dies, dass 2 
durch @ gehen, @ auf 2 liegen soll. 

Bewegen sich z. B. bei der Kegelschnitterzeugung von 
Braikenridge und Mac Laurin die drei Dreieckseiten um 
die Punkte a, ce und e und die zwei Ecken auf den Geraden 
D und D, so beschreibt die dritte Ecke x den Kegelschnitt: 


xaBcDex =. 


Wie man sieht, kommt in diesem planimetrischen Produkt 
x zweimal vor, d.h. x ist zur Konstruktion zweimal verwandt: 
die erzeugte Kurve ist also nach obigem Hauptsatze ein Kegel- 
schnitt. 


S 2. Die Koordinaten. 


Die Lage eines Punktes, bezw. einer Geraden in der 
Ebene legt Grassmann dadurch fest, dass er sie auf drei 
feste Punkte e,, €, €,, bezw. auf deren Verbindungsgeraden 
(&, Es), (Es &), (Ei &) bezieht. | 


2.0 
Ein Punkt x wird aus diesem „Fundamentaldreieck“ ab- 
geleitet durch die Gleichung: . 


= to 4% 6 
und analog eine Gerade X durch die Gleichung: 
xX“=X(&&) + (sea) As(ee). 

Wenn man nun in einem planimetrischen Produkte für 
alle Faktoren diese Ausdrücke einführt und in der, durch das 
Produkt bestimmten, Reihenfolge multipliziert, so kommt man 
zu der analytischen Gleichung der Kurve, die nur noch mit 
dem von Null verschiedenen Faktor e, e,e, behaftet ist. 
| Bei dem Ausmultiplizieren dieser Ausdrücke hat man 
aber auf die Regeln der sogenannten äusseren Multiplikation 
zu achten: 

(4 &) = — (&e,) etc. 
und demnach 
Rees, ee N. 

Zu derselben analytischen Gleichung der Kurve kommt 
man aber auch, wenn man die Fundamentalpunkte &,, &, £; 
als Ecken eines Dreieckskoordinatensystems ansieht und die 
Bedingungen, die das planimetrische Produkt darstellt, nach 
den Regeln der gewöhnlichen analytischen Geometrie ausdrückt. !) 

So z. B. ist die Verbindungsgerade (ad) der beiden Punkte: 

= -9%&% +04 e, =0 und 
babe b,&, + Ödze, = 0 
gegeben durch 
Frese DI NEE 


a, 0, As ==I0 


oder | 
(Q3 d; — a3 3) (&, 65) + (ad, — a,b) (ese,) + 
+ (a, & — 9% b,) (eı &)-= 0. 
Hier braucht man nur die (e,£3), (e3€,), (&&) durch die 
X, X, X, zu ersetzen, um die Gleichung der Geraden (@d) in 


1) Vgl. Dingeldey. Ueber die Erzeugung von Curven vierter Ordnung 
durch Bewegungsmechanismen. Leipzig 1885. S. 49-51. 
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Dreieckskoordinaten zu erhalten. Ganz analog findet man die 
Gleichung des Schnittpunkts zweier Geraden; man muss nur 
die &, &, €; durch die gebräuchlichen ,, %,, %, ersetzen. 

Auf diese Weise kann man also leicht jedes planimetrische 
Produkt in eine Gleichung in Dreieckskoordinaten überführen. 

Nähere Angaben über die Gestalt der Kurven und über 
auftretende Singularitäten macht Grassmann meistens nicht. 
Es ist wohl leicht einzusehen, dass man manche interessante 
spezielle Fälle erhält, wenn man den Elementen spezielle 
Lagen gibt, und Untersuchungen dieser Art sollen hier für 
Gebilde dritten Grades durchgeführt werden. | 


S 3. Aufstellen der Kurvengleichung. 


Eine der von Grassmann angegebenen Erzeugungs- 
weisen einer Kurve dritten Grades ist die folgende: 

„Wenn drei von einem beweglichen Punkte x aus- 
gehende Strahlen sıch um drei feste Punkte a, b, c drehen 
und die Punkte, in welchen diese Strahlen von einer be- 
weglichen geraden Linie (X) getroffen werden, ın drei Ge- 
raden A, B, C: sich. bewegen, so.beschreibt dee 2 
eın Punktgebilde dritten Grades und die gerade Linie X 
ein Liniengebilde dritten Grades“! 


Die planimetrischen Produkte für diese zwei Gebilde sind 
die folgenden: 


(zaA) (xbD) (xcC) = 0 für die Punktkurve und 
(XAAa)(XB0)(XCc) = 0 für die Linienkurve. 


Unsere Betrachtungen sollen sich auf die Punktkurve erstrecken; 
man kann ja nach dem Dualitätsprinzip alles auf die Linien- 
kurve. übertragen. 


1) (2A) (EBD RC. 


Bei dieser Erzeugungsweise sind, wie Grassmanna.a. 0. 
gezeigt hat, die Punkte: | 


1) Crelle’s Journal 31 (1846) S.125; Ges. Werke 2, 1. 1904. S. 66; in anderer 
Form später: 
Crelle’s Journal 36 (1848) S. 177ff.; Ges. Werke 2,1. 8.74 ff. 


Brose Server ADAM UHAÄBE) Fa (CA). md 
Bee ee kkah): = 0" 
immer Kurvenpunkte. 
Ebenso hat er bewiesen, dass die erzeugte Kurve eine 
allgemeine C, ist.!). 
Man wird nun der Gleichung dieser Kurve in Dreiecks- 
koordinaten eine einfache Gestalt dadurch geben können, dass 


man die Ecken e,, &, €, des Fundamentaldreiecks mit Kurven- 
punkten zusammenfallen lässt. Wir wollen e, mit a, e, mit d 
und e, mit c zusammenfallen lassen. 
Die Gleichungen der vorkommenden Punkte und Geraden 
sind dann: 
2) geerbt, len) 
era +9, 4 %6% —= 0 
A=4A(&8)—+ A, (ge) Asa) =. 
B=B (se) + (se) + B(ea&%) =). 
‘=(4(&%8) + Clsa) + Claes) =). 
!) Crelle’s Journal 52 (1856) S. 262—264; Ges. Werke 2, 1. S. 226 f. 
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Wie oben angegeben, findet man: 
nee liee 


wa)=| x % 3% |=%l&&) — %le&%) = 0 
1 0 0 
und ferner: 
a 6 05 
REN Re 
er 


=,4,4%4)a — oA Aa 
Durch Addition und Subtraction von x, A,e, erhält dieser 
Ausdruck die symmetrische Form: 


(Aa +49 + Ars)a — la +9 + )Aı 0, 
die abgekürzt durch: 
Ar A EN 
bezeichnet werden möge. 
Ganz analog erhält man: 
AB 6G5 — BD =(0 und 
(xcl)= (yl; — el; =). 
Diese drei Punkte sollen auf einer Geraden liegen, es 


muss daher die Determinante der Koeffizienten verschwinden, 
d.h. man erhält: 


Ay. — 4,3, — A,%, —— A, x 
3) — B,%, Ba — BX%, — 3, \=$. 
| — (3%, — (3% (2 — (3% | 


Durch Ausrechnung ergibt sich die Kurvengleichung: 
(Aa— A,%) (Br — B3%,) (Ca — (3%) — 2A, By (3%, %y% — 
— (A2— 4,2) 3,6; % %; — (Br — By%,) A, 03%, X — 

— (Ca — (3%) A B3%,X, = 0 
oder: | 
3a) Az Dar Ca—- A: Dar 4 — Ba Cı aa Ab zz 


S 4. Spezielle Lagen der Elemente. 


Es sollen jetzt gewisse spezielle Fälle dieser Gleichung 
untersucht werden, die dadurch entstehen, dass man den Ele- 


7 
menten zu einander spezielle Lagen gibt, und dabei mögen 
sich unsere Betrachtungen insbesondere auf etwa auftretende 
Singularitäten erstrecken. 


Folgende Fälle wollen wir nun betrachten: 


a) Es mögen zunächst die drei Punkte a, d, c auf einer 
Geraden liegen. Allerdings ist alsdann ein eigentliches Koor- 
dinatendreieck nicht mehr vorhanden und die Kurvengleichung 
hat keinen Sinn mehr. Aber man kann direkt aus der Figur 
ersehen, dass die Kurve nun zerfallen muss. Denn auf der 
Geraden, auf der a, d und c liegen, befinden sich jetzt auch 
noch die Kurvenpunkte a”, 5" und c". Diese Gerade muss 
sich also von der Kurve abspalten. Der andere Bestandteil 
der Kurve ist ein Kegelschnitt, der durch die Punkte «a, Ö' 
und c’ geht. Er zerfällt selbst in zwei Geraden, wenn zwei 
der Punkte a, d, c zusammenfallen, oder wenn eine der Geraden 
A, B, C durch ihren entsprechenden (d. h. gleichnamigen) 
Punkt geht. 

b) Es mögen jetzt die drei Geraden A, 3 und € durch 
einen und denselben Punkt s gehen. Dies ist der Fall, wenn 
C eine Gleichung hat von der Form: 


4) (2.04: + Br =). 


Unsere Kurvengleichung nimmt für diese Lage von C 

die folgende Gestalt an: 
a ee Auer Bde 
— (@aA2—+ BBe) (Aa Ba rXg — Dar A, X) = 0 
oder: 
Ag Br (Az — BBa — aA;,xX, — aA, x, — BB, X; — BB %) — 
— 0aA,2?B,X, — BBa?’Aı X, = I 

oder endlich: 
8), 042? 92,82? A, 2% — Au Bela A, --8B,%) N. 


In diesem Falle hat die Kurve einen Doppelpunkt und 
zwar im Schnittpunkte s der drei Geraden, was man leicht aus 
der Gleichung ersehen kann. Denn für A, = 0 wird 2,’ = 
und umgekehrt. 


er 
Gibt man & und ß alle möglichen Werte, so erhält man 
ein System von Kurven dritter Ordnung, die denselben Doppel- 
punkt besitzen. 
Verschwindet aber überdies noch « oder ß, d.h. fällt C 
mit D oder A zusammen, so zerfällt die Kurve in drei Ge- 
raden. So wird z. B. die Kurvengleichung für «=: 


BA, a — 4: Ba Bi &ı, = Ba: 9 - AA Ba 
Die Kurve besteht also jetzt aus den Geraden 2, (dc) und («e‘). 


c) Die Punkte a, 5 und c sollen nicht auf einer Geraden 
liegen und die Geraden A, 3 und C sollen nicht durch einen 
Punkt gehen. Dagegen soll einer der Punkte a, d und c auf 
seiner entsprechenden Geraden liegen. 

Es liege z.B. « auf A. Alsdann ist A, =(0), und die 
Kurvengleichung 3a) geht über in: 


(AgX, + As) (Da Ca — Ba 03% — Ca By%) =N. 
‘s sondert sich also die Gerade A von der Kurve ab. 
Ihr anderer Bestandteil ist der Kegelschnitt: 
(2% + 33%) (0% + 6%) — 3 6%% = 0. 
Er geht durch die Punkte a‘, 5, c, 5“, c‘ und er zerfällt 
weiter in zwei Geraden, wenn seine Determinante: 
BGCGB (BC; — B; (;) 


verschwindet. Dies bedeutet aber der Reihe nach, wenn 5 auf 
DB oder c auf C liegt, oder @ mit Ö’ oder mit c’' zusammen- 
fällt, oder wenn a’ auf (dc) liegt. 

d) Anders liegt die Sache, wenn einer der. Punkte a, 5 
und c nicht auf der ihm entsprechenden Geraden, sondern auf 
einer der beiden andern liegt. Dann zerfällt die Kurve nicht. 

Man kann zwei der Punkte und schliesslich alle drei auf 
ihnen nicht entsprechende Geraden legen, ohne dass die Kurve 
zerfällt. 

Liest z.B. 5 auf C und e u 2A so tt 2 0375 
und die Kurve hat dann die Gleichung: 


6) (A,%X, + Az%s) (Di C1 81? — By 03%%3) — 
va 4 BC ma BGM ar 23 GI EN 


Ka 
Oder: liegt a auf 3, dJauf C und c auf A, so ist 
4= 2 =€G,=0nund die Gleichung 3a)-geht’ über’ in: 


) ABC%H?% + A,B (53%,’% 4 A, 3 6%,%3’+ 
+ 024,30 — 4,8,C0,)%,%2% =. 


Da die Koeffizienten in dieser Gleichung von einander 
unabhängig sind, zerfällt die Kurve zunächst nicht. Sie zerfällt 
aber, wenn zwei der drei Punkte auf der ihnen nicht ent- 
sprechenden Geraden liegen, z.B. wenn @ und d auf C liegt 


Die Kurve 3a) hat dann die Gleichung: 
Da 1 Ag De %)C;A: = N. 


Es spaltet sich also die Gerade C ab und der übrigbleibende 
Kegelschnitt: 


A, Det BrAz= 0 
geht durch die Punkte c, c’, a’ und 2” und wird in c durch 
die Gerade A, 3A,x, + A;3,%, = 0 berührt. 
Dieser Kegelschnitt zerfällt nicht, wenn jetzt noch c auf 
DB liest. Dann wird 3, =0 und die Gleichung vereinfacht 
sich zu: 


A,B,%?+ 24,3% + 43%’+ A302 =). 


Der Kegelschnitt geht dann durch die Punkte c, c‘ und @e” und 
wird in ce von der Geraden (ca) und in ec’ von der Geraden 
(c’a) berührt. 


e) Schliesslich soll einer der Punkte a, 5 und c in den 
Schnittpunkt der beiden, ihm nicht entsprechenden Geraden 
A, 5, C fallen. 

Es liege z. B. c im Schnittpunkt c’ von A und 2. Dann 
ist A, = 5, = 0 und die Kurvengleichung erhält die Gestalt; 
8) (AB —- 42) GH + Gm) 

+ G2%3(4,23,2%°?+ 24,3% + 43%) = 0. 

Da in dieser Gleichung die Glieder mit x,?, x,x,? und x,x,? 
fehlen, hat die Kurve einen Doppelpunkt in der Ecke c=c. 

Einer der beiden Punkte z und 5 darf jetzt noch auf die 


Gerade C rücken, ohne dass die Kurve zerfällt. Allerdings 
nicht in die Punkte a’ oder Ö‘, denn dann zerfällt die Kurve. 
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Dass @ nicht in den Schnittpunkt # von A und C rücken 
darf, haben wir schon oben bei c) gesehen. Rückte @ aber 
in den Schnittpunkt @‘, so müsste die Kurve da auch einen 


Doppelpunkt haben, (ac) = («a'c) = B müsste sich abspalten. 
Der andere Teil der Kurve, der Kegelschnitt: 


A,C,%% 7 A C5X,% As 0322 %, = 0 
geht durch die Punkte a, d, ec, d#'‘ und wird in a von C und, 
in c von 4 berührt. f 


Uns sollen im Folgenden diejenigen der vorerwähnten 
Fälle beschäftigen, bei denen die Kurvengleichung sich ver- 
einfacht, die Kurve aber nicht zerfällt, und zwar sollen ins- 
besondere die ‚Kurven mit Singularitäten betrachtet werden. 
Betrachtungen dieser Art finden sich übrigens schon in den 
Arbeiten von F. Kölmel!) und H. Fritz?). 


S5. Die Kurve mit Doppelpunkt im Schnittpunkte der 
drei Geraden A, B und C. 


| Zunächst wollen wir, wie oben bei b) angegeben, die 
Gerade C' durch den Schnittpunkt s der Geraden A und D 
gehen lassen. 


Ihre Gleichung war 4) („=aA,-+ BB =. 
Dadurch nahm die Kurvengleichung die Form 

5) aA» 3% + BBa? Aırı — Ar Dr (@aAzX,z + PB) = Oan. 
Der Doppelpunkt s hat die Koordinaten: 
4, B—=4 2, 43-32, Be 
Führt man für diese der Reihe nach die Abkürzungen 


T,, T,, T, ein, so kann man die Kurvengleichung auch in der 
Form: 


da) aA Br) + BB, — 1) O0 
schreiben, und die Gleichung des Doppelpunktes s ist: 


1) Die Grassmann’sche Erzeugungsweise von ebenen Kurven dritter 
Ordnung. Diss. Tübingen. Lahr 1886. n 

2) Ueber die erste Grassmann'sche Erzeugungsweise der ebenen Kurven 
dritter Ordnung und deren Analogon im Raume. 

Programm des Ludwig-Georgs-Gymnasiums zu Darmstadt. Ostern 188. 


1 
9) T,#, + T,, + T,u, = 0, 
wo 2%,, %,, 2, die Linienkoordinaten bedeuten. 
Jede durch den Doppelpunkt gehende Gerade: 
10) Az — 0Dx = 0 
schneidet die Kurve noch in einem dritten Punkte, dessen 
Lage von dem Wert des Parameters og abhängt. Wenn man 


die irgend einem Werte g zugehörigen Koordinaten dieses - 
dritten Schnittpunktes aufstellt, gelangt man zur Parameter- 


darstellung der Kurve. 

Zu diesem Zwecke wird aus Gleichung 10) A, = oe, in 
die Gleichung 5) eingeführt, wodurch man nach Ausscheidung 
von 2,? erhält: 


11) 00?3,% + BA, X — 0a0A,% — Bohr, = I. 
Aus dieser Gleichung und aus 10) d.h. aus: 

(A, — eB,)x, + (Ar — 083)% + (As — 0B3)%, =. 
sind jetzt die Verhältnisse der x; zu berechnen. Gleichung 11) 
liefert: 

Tel ga(Ag — 0B;) 
ur PA, — 08,) 


Durch Einführung dieses Ausdruckes in 10) erhält man: 
oa(A, — 0B3)2; + BlAg — 08); + BA; — 0B;)x; = 0. 
und hieraus folgt: 
% _ — ea+M(A, — 0B,) 


Gm 


2 PA, — 0B;) 


= 


Es verhält sich also: 
12) %,:%:% = oa(A, — 0oB,)(A; — 023) : BA, — 02,) 
(Az — 035): — (ga + BlAı — eB,) (As — o2;). 
oder, wenn nach Potenzen von go angeordnet und ein Pro- 
portionalitätsfaktor o eingeführt ist, folgt: 
12a) 0x, = aB,B,0? — «A, B, + A, B,)0?—+ aA, A;0 
0%, = BR, Bo’ — AA, A, + A, A )e + BA, 4; 
0% =—aB 3,0 —+ (aA, 3, + 4,2 | — BB DB) + 
+ A, 3% + 4,2] — aA, A,)g — BA, A; 
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Rückt nun dieser dritte Schnittpunkt der Geraden 
Ag— 0Ds=0 mit der Kurve noch in den Doppelpunkt, was 
entsprechend den beiden, sich im Doppelpunkt schneidenden, 
Zweigen der Kurve auf zwei Arten möglich ist, so wird die 
Gerade zur Doppelpunktstangente. 

Um zu den Gleichungen dieser Doppelpin ki zu 
gelangen, führt man die Koordinaten des Doppelpunktes für die 
x; in den Gleichungen 12a) oder einfacher in die Gleichung 11) 
ein und löst diese nach o auf. So erhält man: 


11a) a0? 3,1; — g(aA;T,; + PBT) + BAT, =. 
Hieraus findet man für g die Werte: 
aA, + BAT, +V (@A, + 8B,D)? —4ap AB, T4T, 
205,15 
Entsprechend dem doppelten Vorzeichen vor der Wurzel 
erhält man für e die beiden Werte og, und 9, und A, — 9, Dr = 0 


und A2»—&Dz=0 sind die Gleichungen der beiden Doppel- 
punktstangenten. 


Ihr Produkt ist: 
14) &3,T, A2?— (e4,T, + BBT,) Az De + BPALTı Da? =. 


Je nachdem nun die Diskriminante der quadratischen 


13) g= 


Gleichung 11a) = ist, hat die Kurve in s einen eigentlichen 
Doppelpunkt, einen Rückkehrpunkt oder einen isolierten Punkt. 
Eine Spitze erhält man also, wenn 
15) (24,1, + B2,T,)”= 4084, ALT it 
Hieraus lassen sich z. B. zwei Werte für a gewinnen, 


also zwei Lagen von C, für die die Kurve eine Spitze hat, 
denn aus 15) folgt: 


2 
2 Aa 27 TAB 2AZ) 2 


t Q 
und hieraus: — = 


ß | 
-2(4,B, - 2A, B)T,T, + Y (44,2, -24,3,]?-443?B IT, T2? 
2A,T,? 
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Der Ausdruck unter der Wurzel vereinfacht sich zu: 
a 24, B Bl, — 104 51,°1,°71, 


und somit ist: 


a _—-(4B —2AB)TT,+2TT, V4,BT; j 
ß y Be: age 
— n+2VY43,+4A3-+T,) 
122433 
oder endlich: 
16) | er U Se 
P AT, 


Man erhält eine Spitze also, wenn die Gerade (' gegeben 
ist durch eine der Gleichungen: 
17) c=(VA,3+YT,’T, 4-4 42,3% =0. 
Das Produkt dieser beiden Gleichungen ist alsdann: 
17a) (AA, — T;?T,?42°+ 24, 7A,3 +-T)T, TR, Az Det 
a We 
oder | 
B’T,?’42? 224,34 4A, BA), Az Be + As’T,’B2’ = 0 
Der Parameter og wird für diesen Fall: 
ni AVAB, 
BAV AB, + VT3) 
und das Produkt der Gleichungen der beiden Rückkehrtan- 
genten ist: 
ae 165, A, 194, Ach, AB Ad Bi mW. 


Die Diskriminante der Gleichung 11a) kann auch dadurch 
verschwinden, dass ihre beiden Glieder für sich Null werden. 
Es müsste daan «a =B=0 oder!,=T, =0 ode A, = A = 0 
oder eine andere derartige Kombination bestehen. In jedem 
Falle aber würde die Kurve zerfallen. 

Betrachten wir jetzt die Wendepunkte unserer Kurve. 
Bekanntlich hat eine Kurve dritter Ordnung mit Doppelpunkt 
noch drei Wendepunkte, die auf einer Geraden, der Wende- 
punktsgeraden, liegen. Ist der Doppelpunkt ein eigentlicher, 


18) 
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so sind zwei Wendepunkte imaginär. Für den Fall, dass die 
Kurve in Parameterdarstellung: 


0%, = 4% 0° -H b; 0? . Ci 0 + d; N 1. 2, 3) 
gegeben ist, hat nach Bromwich die Wendepunktsgerade die 
Gleichung: 


| Duo 2% EA, 2 04 
20) + 3 x — | + 3 Ks 
| b3 6; dy q; C4 bs a; d; 
| bi € dı a, 
+ | + 8 el 
| by 6 d, a, 


Im übrigen hat schon Clebsch?) gezeigt, wie man bei 
rationalen Kurven zter Ordnung zu einer Gleichung für die 
Parameter der Wendepunkte gelangt. 

Speziell für Kurven dritter Ordnung hat H. Rosenow’) 
eine Methode angegeben. 

Setzt man nun in die Gleichung 20) unsere Werte @,;, 
b;, c; und d, aus 12a) ein, so erhält man für die Wende- 
punktsgerade die Gleichung: 


21) WW, = BBB?T, — aA, 33T, — 2A, 2,1) + 
+ «{aA,?T, — BA, BT, — PA,B3T,), + 
+ ap A, 33T, + A3,1,)% = 0. 


S 6. Spezielle Lagen der Geraden C. 


Die wichtigeren Gleichungen, die bisher auftraten, z. B. 
die Gleichungen der Doppelpunktstangenten und der Wende- 
punktsgeraden, sind alle noch zu kompliziert, namentlich durch 
auftretende Irrationalitäten, so dass sie zur Konstruktion kaum 


1) The line of inflexions of a plane unicursal cubic. The Messenger of 
Mathematics 32 (1903) S. 113—115. 

2) Crelle’s Journal Bd. 64 (1865) S. 51. 

3) Die Kurven dritter Ordnung mit einem Doppelpunkt. Diss. Breslau. 
Leipzig 1873. S. 15ff. Danach würde in unserem Falle die Parametergleiehüng 
der Wendepunkte lauten: 

By(@ [Az BP T] + 41 B2 15) + 8 Bi? B, T4)0g + 8Aı Ba (8 A3B, I, — BBı BI)? + 
+ 341 Ba(PAı B, I — @Ay A, T)o + Aı(B [42 BB Ty+ AP BT3]) + @ 424,79) —0. 


— 
.- 
Nu 


verwendbar sind. Es empfiehlt sich daher, einzelnen Stücken 
noch speziellere Lagen zu geben. 

Zunächst möge die Gerade € ihre Lage beibehalten, also 
ihre Gleichung von der Form «a Az + BP, = 0 sein, aber wir 
wollen jetzt « und 8 so wählen, dass die Gleichungen einfacher 
werden. | 

Eine wichtige Rolle bei Kurven dritter Ordnung spielen 
die „korrespondierenden Punkte“, das sind Punkte, deren Tan- 
genten sich auf der Kurve schneiden, oder, wie man sagt, Punkte 
mit gemeinsamem Tangentialpunkt.!) Dadurch, dass C vor 
4 und D ausgezeichnet wurde, ist auch c vor @ und d aus- 
gezeichnet, dagegen sind die Punkte z und Ö noch vollständig 
gleichwertig. Wir wollen jetzt C’ eine Lage geben, für die a 
und Ö korrespondierende Punkte sind. 

Ausgehend von der Gleichung 5a) unserer Kurve bilden 
wir. diestsleichungen®» 7, — 0’und: 75, —=°0, der :Tangenten “in 
a und Ö, dann die Gleichung ihres Schnittpunktes und setzen 
dessen Koordinaten in die Kurvengleichung ein. Diese wird 
dadurch Bestimmungsgleichung für — 


\ 


Nach der Formel 


af af af | 
ME ( =) a - ( ) %: —- ( ) N wird 
2x, 2%, TE 


22) TA =ladı + BB)Ts% — BB,T,r = 0 
und analog findet man: 
IT, =(aA, + $B,)T;x%, — 04, 1,8% =. 


Die Koordinaten ihres Schnittpunktes findet man aus der 
Determinante: 


U, Us Us 
23) 0 (A, +2 )Is — BAT, | =. 
(aA, -- PB,)T; 0 — aA;sT, 


Sie haben folgende Werte: 


24) 0X, = aA, I; (aA, + BB); OX, = BB, i (2A; — As); 
1) Cayley, Me&moire sur les courbes du troisieme ordre. Journal de 


Math. pures et appl. Bd. 9 (1844) S. 285 ff. und: Nouvelles Remarques sur les 
courbes du troisieme ordre. Ebd. Bd. 10 (1845) S. 102 ff. 
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Diese Werte setzen wir in die Kurvengleichung 5a) ein. 
Unter Weglassung mehrerer konstanter Faktoren, deren Ver- 
schwinden die Kurve zum Zerfallen bringen würde, erhält man 
für & und ß eine Gleichung siebenten Grades: 


25) @.B.(aA, BB) (aA, + BB)[e’A, A’, + PB’3T, + 
+ 028 (4, BT, — A, B,1,) + aß?(A, BT, — 43, 1,)] = 0. 
Aus der eckigen Klammer kann man aber nochmals die 
Faktoren (@A, — ß2,) und («A, + 8D,) abscheiden, so dass 
unsere Gleichung für «@ und ß folgende Gestalt hat: 


25) aßladı + PB)?(aA, + 8B,)?(«A,T, + B3A,T,) =. 
Damit also @ und d korrespondierende Punkte sind, muss 
entweder: 
& —0, oder d = 0 oder 
a B @ B, a BAT, 
— = — — oder — = — oder — — — 
ß Aue 2, ß EV 
Setzt man @=(0 oder 8 =(, so fällt C mit 2 oder A 
zusammen, und die Kurve zerfällt, wie wir oben (8. 8) sahen, 
in drei Geraden. Diese beiden Fälle kommen also nicht in 
Betracht. 


sein. 


Q& 


B 
Wir wollen jetzt ß met 


1 


Die Gerade C hat dann die Gleichung: 
26) BA, HA Db2—V0 
oder nach Wegheben der beiden Glieder A,3,%4: 
(A,2, — AıB3)%, + (As dB, — Ar B)% = 0 
oder wie man endlich schreiben kann: 
26a) 8, 15220. 


Man kann sich durch Rechnung aber leicht überzeugen, 
dass diese Gleichung eine Verbindungslinie des Doppelpunktes s 
mit dem Punkte «a darstellt. C geht also in diesem Falle 
durch den Punkt a. 


Unsere Kurve hat dabei die Gleichung: 
27) Az Bel - Am Br BAR 
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Tatsächlich sind aber in diesem Falle @ und 2 keine 
korrespondierenden Punkte in dem Sinne, wie wir sie oben 
verlangten, dass nämlich @ und d einen von diesen zwei Punkten 
verschiedenen Tangentialpunkt haben sollten. Denn bildet man 
die Gleichung für 7,, so erhält man: 
n=(4, 2 — 4,23 )17%5 + A, 2,0%, = 0 oder 
%, WU. 
Zwar schneiden sich jetzt 7% und 77, auf der Kurve, aber 
ö ist bereits der Tangentialpunkt von a. 
Di N 
Analoges gilt für den Fall RR FR welchem C. 
ir 
durch den Punkt d gehen würde. 
Es bleibt jetzt nur noch, wie Gleichung 25) zeigt, der 
B 
Fall übrig, wo z — IE ist. 
Die Gerade C erhält dadurch die Gleichung: 
und die Kurve selbst: | 


Ada Dis Dar) 0 


oder 
29a) AT, (Tl, —T32,)42%,.— 47T, (T,%;—T,%,) 822, = 0. 
In diesem Falle sind @ und d wirklich korrespondierende 
Punkte, wovon man sich leicht überzeugen kann. Denn die 
Koordinaten des Schnittpunktes der beiden Tangenten: 
N ra BR a A A et 
h=(BN, —- AT); +2 T?’% = 


erfüllen die Kurvengleichung. 


$ 7. Konstruktion der Doppelpunktstangenten und der 
| Geraden €. 


Durch Annahme dieser speziellen Lage von C gestalten 
sich jetzt die Gleichungen der Doppelpunktstangenten viel ein- 


facher. Diese waren von «er Form: 
“) 


[#7 
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Ag — 0Bz = 0, wonach 13) 
aD, +BATıtV@AT,— BAT 40BA, BU, 
on 2aB,T, Be 


Jetzt verschwindet der Ausdruck @A,T, -- 82,T, ganz, 
und man erhält: 


3l) a V44:4%B,BT0T _ \ V 4% 


dm 25, 31,8, Im B, Bus 


Die beiden Doppelpunktstangenten haben also die 
Gleichungen: 


32) V 233 4A. + V A532 =0 und 
V2334.-V442 =0 
und ıhr Produkt ist: 


33) BEAMER 


Nun kann man aber mit Hilfe der korrespondierenden 
Punkte die Doppelpunktstangenten konstruieren. Denn bei 
einer Kurve dritter Ordnung mit Doppelpunkt sind dessen 
Tangenten Doppelstrahlen einer Involution, ‘die entsteht, wenn 
man den Doppelpunkt mit allen Paaren korrespondierender 
Punkte verbindet!). j 


Da die Geraden A und 3 harmonisch zu den Doppelpunkts- 
tangenten liegen, wie man aus der Gestalt der Gleichungen 32) 
sofort sehen kann, so bilden also auch A und 2 ein Strahlen- 
paar der Involution. Auf A und 2 liegen aber ausser dem 
Doppelpunkte nur die Punkte a” und 6"; diese sind also gleich- 
falls korrespondierende Punkte, wovon man sich auch durch 
Rechnung überzeugen kann. 


Wir besitzen jetzt also 2 Strahlenpaare der Involution. 
Dadurch ist diese aber bestimmt und man kann ihre Doppel- 
strahlen, also in unserem Falle die beiden Doppelpunktstangenten 
konstruieren. Hiermit ist zugleich die Frage beantwortet, ob 
der Punkt s ein eigentlicher Doppelpunkt oder ein isolierter 
Punkt ist, denn das hängt davon ab, ob die Doppelpunkts- 


1) Clebsch, Vorles. über Geometrie, herausg. v. Lindemann, Leipzig 
1876. S. 587. 
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tangenten reell oder imaginär sind, d. bh. ob die Involution 
hyperbolisch oder elliptisch ist. Eine Involution ist aber hyper- 
bolisch, wenn sich zwei Strahlenpaare derselben nicht trennen, 
elliptisch, wenn sie sich trennen. 

Daher ist s ein eigentlicher Doppelpunkt, wenn z und 
5b so liegen, dass sie von einander durch keine oder durch 
beide Geraden A und 2 getrennt sind; hingegen ist s ein 
isolierter Punkt, wenn @ und Ö durch eine der beiden Geraden 
A und D getrennt werden. 

Es handelt sich jetzt noch darum, die Gerade C ent- 
sprechend ihrer Gleichung 28) zu konstruieren, d.h. es muss 
der durch den Schnittpunkt von A und 3 gehenden Geraden C 
eine solche Lage erteilt werden, dass z und d korrespondierende 
Punkte sind; dann sind auch @’ und 5” solche. 


Dazu hilft uns der folgende Satz: 


Geht eine Kurve drılter Ordnung durch fünf der sechs 
Schnittpunkte von vier Geraden und schneiden sich die 
Tangenten an. die Kurve ın zwei gegenüberliegenden (d.h. 
nicht auf einer der vier Geraden liegenden) Punkten in 
einem Kurvenpunkt, so hegt auch der sechste Schnittpunkt 
der vier Geraden und die beiden Schnittpunkte der Tan- 
genten, dıe man in den beiden andern Paaren gegemüber- 
hiegender Punkte ziehen kann, auf der Kurve.‘) 

Nehmen wir jetzt an, die Gerade C’ habe schon die ge- 
wünschte Lage, dann wäre der Schnittpunkt d von (a«a") und 
(52") ein Kurvenpunkt und zwar der korrespondierende Punkt 
zu c. Andererseits ist auf Grund der Grassmann’schen Er- 
zeugungsweise unserer Kurve Z ein Punkt derselben, wenn 
seine Verbindungslinien mit a, d und c die Geraden A, 2 
und C in Punkten einer Geraden treffen. | 

Diese Tatsache liefert sofort eine Konstruktion der Geraden 
C: man hat nur die Punkte 2“ und 2“ durch eine Gerade zu 
verbinden; diese Verbindungslinie wird von der Geraden (zd) 
in einem Punkte #5 der Geraden (C getroffen. Die Verbin- 


1) Cayley. Journal de Mathematiques p. et a. Bd. 9 (1844) S. 286. 
— Collected Math. Papers. 189. Bd.1. 8.184. 
Der Satz war Mac Laurin schon bekannt, vgl. de Jonquieres, M&- 
langes de geomeötrie pure. Paris 1756. S, 236 f. 
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dungsgerade von 5 mit dem Schnittpunkt s von A und 2 ist 
die Gerade C. | | 


Auch durch Rechnung kann man die Richtigkeit dieser 
Konstruktion leicht nachweisen. Die Gleichungen der einzelnen 
in Verwendung kommenden Punkte und Geraden sind nämlich: 
34) (Ge)= A; +49, H)=BAn FB 

(de) = A, BA a — 3% =, 
(ed) = A, B, x, — Ay BR, -- A, BR, = 0, 


und endlich: 


(ds)=(-- 248,1; — A32,1,)% 7 (As Bl; 724,21) 
+4,31, — 430) =0. 


oder = DB, Ir A; Er As D, Bi = 0, 
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und dieses ist nach 28) die Gleichung der Geraden C. Es 
kann bei dieser Konstruktion der Fall eintreten, dass der 
Punkt d auf der Geraden (sc) liegt, dann geht C durch c 
und die Kurve zerfällt, wie wir oben sahen. Es ist dann 
aAs- BD, = 0 oder A,A,2,? = 4A,?B, D,, was dasselbe ist. 


S 8 Konstruktion der Tangenten in a und 2. 


Hat man die Doppelpunktstangenten konstruiert, so kann 
man auch auf einfache Weise den Tangentialpunkt von @ und d 
finden, und damit hat man auch die Tangenten in @ und b. 


Es gilt nämlich der Satz: 


Die Verbindungslinte zweier korrespondierender Punkte 
a und b trifft die Kurve in einem dritten Punkte, der mit 
dem Tangentialpunkt von a und b wieder ein Paar korre- 
spondierender Punkte bildet‘). 


Da aber die Gerade (ad) die Kurve noch in c" = (ad) 
schneidet, muss c‘ der korrespondierende Punkt zu dem 
Tangentialpunkt von @ und 2 sein. 

Dieser Tangentialpunkt liegt daher auf dem der Geraden 
C, in Bezug auf das Paar der Doppelpunktstangenten. zuge- 
ordneten vierten harmonischen Strahle C’. Es lässt sich aber 
mit Hilfe eines Satzes von Cazamian?) noch ein Ort für den 
Tangentialpunkt finden. 

Dieser Satz lautet: 

.. Die Verbindungslinıen irgend eines Punktes cıiner 
unıkursalen Kurve dritter Ordnung mıt allen Paaren korre- 
spondierender Punkte, bilden eine Involution, deren einer 
Doppelsirahl nach dem Doppelpunkt geht. 


Verbindet man jetzt z. B.@ mit @“ und Ö“ und konstruiert 
man zu (as) in Bezug auf (aa) und (ad) den vierten har- 
monischen Strahl, so muss dies der andere Doppelstrahl der 
Involution sein. Dass dieser Strahl ein Doppelstrahl ist, erklärt 
sich daraus, dass er die Kurve in zwei korrespondierenden 


1) s. Jonquieresa.a. O. S. 226. Propos. VII. 
f 2) Sur les enbiques unicursales. Nouy. Annales de Mathömatiques. 3. Serie 
Bd. 14. S, 209. Paris 18%, 
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Punkten trifft, also die beiden Strahlen nach diesen beiden 
Punkten zusammenfallen. Da der Doppelpunkt ein sich selbst 
korrespondierender Punkt ist, erklärt sich auch der Caza- 
mian’sche Satz. a 


Da man jetzt die beiden Doppelstrahlen der durch die 
Strahlenpaare mit dem Mittelpunkt z gebildeten Involution hat, 
kann man auch den zu (ac) gehörigen Strahl der Involution 
finden. 

Der gesuchte Tangentialpunkt muss auf diesem Strahl 
liegen und zwar ist er dessen Schnittpunkt mit €. 


Da nun in unserem Falle dieser Strahl selbst schon die 
Tangente in @ ist und: da (ac) mit (aÖ) identisch ist, sieht 
man, dass bei dieser um einen Kurvenpunkt liegenden Invo- 
lution die Tangente in diesem Punkte der zugehörige Strahl 
zu seiner Verbindungslinie mit dem zu ihm gehörigen korre- 
spondierenden Punkte ist. 

Wenn man also den Doppelpunkt und zwei Paar korre- 
spondierender Punkte hat, kann man in jedem dieser Punkte 
die Tangente konstruieren. Dabei kann der Doppelpunkt. auch 
durch ein weiteres Paar korrespondierender Punkte ersetzt 
werden. 


S 9. Die Gleichung der Wendepunkisgeraden und die 
Hesse’sche Normalform der Kurvengleichung. 


Die Gleichung der Wendepunktsgeraden kann man auch 
ohne Benutzung der Formel von Bromwich 20) auf folgende 
Weise erhalten. 

Bekanntlich lässt sich die Gleichung einer jeden Kurve. 
dritter Ordnung mit Doppeipunkt in die Form bringen !):, 


35) Br 0 2.23.28 
Dabei sind 2, = 0 und , = 0 die Doppelpunktstangenten, 
und 2 = 0 ist die Wendepunktsgerade. 


1) Hesse. Ueber Curven dritter Ordnung und die Kegelschnitte, welche 
diese Curven in 3 verschiedenen Punkten berühren. Crelle’s Journal Bd. 36. 
Berlin 1848. S. 167. 168, oder Ges. Werke, München 1897 S. 182. 
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Auf das ursprüngliche Koordinatendreieck bezogen, habe 

die Wendepunktsgerade eine Gleichung von der Form: 
W.=WM,ı+ WM + WM, =, 
wo die W; noch zu bestimmende Grössen sind. 

Wir transformieren jetzt unsere Kurvengleichung 29) von 
dem Koordinatendreieck adc auf ein neues, das durch die 
Geraden A, DZ und W gebildet wird. 

Dies geschieht durch die Transformationsgleichungen: 


36) oyı —A,, UF Br, 1 ae W;, 
woraus umgekehrt folgt: 
36a) De N NE NN PB, EINS, 
und zwar haben die A, und A die folgenden Werte: 
37) In 4 4; A, yı As An 25 | 
= 3 |,=A 3) &=| A, 23 » 
Y», W, W; ıWı » WM; m WW, | 
und: 
4, 21,3 ver 
A= 24 BB B|S®. 
w m W; 


Diese Ausdrücke 36 und 36a) führe man jetzt in die 
Kurvengleichung 29) ein. 

Nach Multiplikation mit dem von Null verschiedenen 
Nenner A wird diese: 

38) B, Bl, y1ı?&; — A1A,13y,?A, — 
— 4, 3,99% (Fıde — T3A,) =. 

Setzt man hierin für die Grössen A, ihre nach den y; ge- 
ordneten Werte ein, so hat man die Gleichung der Kurve im 
neuen Koordinatensystem : 
38a) BBT, Ay? — A AT,’ 

+&8B3Ng— 42h + AAN A I)’ — 
— (A4Rh+ 42h — AB 13P)y 9° 
+ 233 T,1,9”93 —- AA I 9’y, = 0, 


wobei zur Abkürzung gesetzt wurde: 
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39) Ah =BWMW—BW, h=4; m, — 4 W;, x 
1m BN, un BAW 19 = 4 ZEV 
Andererseits kann man auch die Gleichung 35), die sich 
auf das Koordinatendreieck aus Doppelpunktstangenten und 


Wendepunktsgerade bezieht, auf das eben benutzte Koordinaten- 
dreieck aus A, 3 und WW transformieren. 


Dies geschieht durch die Transformationsgleichungen: 


40) Bun VB, By +44; Ay 
Wa V #8; Es Mage VA Yar 
25 Far 

vermittels deren die Gleichung 35) übergeht in: 

41) ABB, B, By? +32, 2, v4: Ay’ tr 


+ 3A, A; V 2: 839,9? + 4,4; V 449°) ur 
+ dB, B3 V2/2,%® — 834,2, V 44H a 
+ 34,4; V 3,.3,9,5° ee A443 A 
+ (3, 3,1? — A Ay); = 0 
oder nach Potenzen von y geordnet: 


4la) (a +9), 2, V» By? ta — d)dıd; VER = 
+ ar )B,B,y 4,439 9 4 3leT )4,AV BB u 
+ 3, By’ — A499 =). 

Die Gleichungen 38a) und 4la) sind die Gleichungen der- 
selben Kurve auf dasselbe Koordinatensystem bezogen, können 
also nur um einen konstanten Faktor 4 von einander ver- 
schieden sein. Nach Hinzufügen eines solchen Faktors kann 
man die Koeffizienten entsprechender Glieder einander gleich 
setzen und erhält alsdann die 6 Gleichungen: 


42) Ma+)B,B8Y BB = BBT(BW, — 2). 
Ka —- 9444,23, = AA DA 
1(a— b).3B,B,y 4,4; = 


B, (ABB, — A, .4,B2]W, 
— [453,4 4, B,]T, 9, — 4,41, W,). 
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Aa +b).34,4,V 3,2, = 
A,(l1, 4, 2? — A,)’B, B,] WM, — 
EB A BTW EA, BTW) 
RONG, ER BISTY 
— 1A A—=— AATT 


Diese Gleichungen dienen jetzt zur Bestimmung der 
WW, und von a, d und 4. 


Aus den letzten beiden folgt sofort: 
43) \=T,ıJ:. 


Es bleiben noch vier Gleichungen für die Verhältnisse 
WM, :,W, :\W, :.0.:0. 


Sie lauten in andrer Form: 


42a) ee Be a — 2, W;) 
r,Y 32; 
N (Ai W,— ds N, 
Ir EEE 
An b 2 


(A,’B,B; 4,43?) W, — (4%; + 4B)T, W, 4,51, W; 
33,11, V4,A, | 
a+b= 
(4,4,B,?- ABB) W— (AB + AB), W-A,BT, W, 
ji 34,15, Y32, | 


Aus der ersten und vierten ergibt sich: 


44) 3A,T, (3, W, — ZB, W;) = — (A,4,B? — 4,?B,B;) W;, 
+AB-+ AIR, w,+ A; BT, W, 
Ebenso aus der zweiten und dritten: 
33,1, (A; W, — A,W,) = — (4,?B,B, — 4, 4,B,”)W,; 1a] 
+ (4,3, + 4,2) 1: W, + A, B,T, W,. 
w, 


W, 
Diese beiden Gleichungen ordnet man nach w, und w, 
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IE TB Bl — | Bosse; Ze ie 


4 4, De Rd a 


I De W, 
(34; 2, IT, — A, 5, 1T,)— iv, — (A, D, + A, B;) w, + 
+ 4A2B RR 414D2 55,8 

Hieraus folgt nun sofort: 


AD Al 


W, 
46 en — und 
| a en 
m ae 
w; AB HA Al, 
4m) uW, =A(3Al, —-BAT), WM =-2(4T,— A),), 


uw, =— (A,B3T, +4; 3 ]),). 
Die Gleichung der Wendepunktsgeraden ist daher: 
48) u, = A(BN, — ZT) + 3A, I — 4T)% — 
— (4,31, +43 T,)2; = 0. 
Setzt man als Probe für die Richtigkeit in die Gleichung 21) 
ae=51, = —- 4,1, ein, sö erhält man genau dieselbe 
Gleichung. 2 


Durch diese Rechnungen sind wir nun auch in Stand 
gesetzt, die Kurvengleichung auf die Form 35) zu bringen, 
denn wir können @ und d noch berechnen. 


In die ersten beiden Gleichungen 42a) setze man nach 
Multiplikation derselben mit u die Werte für die u, W,; ein: 
By(AyBı + Ay Bi) 

V22 


_ AB +AB) 


49) wa) = 


Br 4, 
Hieraus folgt: 
50) „_BV AA ABA B)— 4A,V B, BA, B,+4;B, 
: 3Vr4,.4,2,2, 
ni BV A, 4,48, 44,3, +4, VERA, B,+A,B) 


2V.4 1,5: 


Id 
1 


Diese Werte setze man in 35) ein und multipliziere 


die ganze Gleichung mit 2uy A, 4:2, D,, man erhält alsdann: 

51) [3,V A14,(452, + 4,23) — AV 3,2,(4,8, + 43 B,)]3ı 

+[3,V 4,4:(4,2, + 4,3) + AV B,8,(4,B, + A,B,)]2} 
zur 2uV A452, 5,2433 =, 


oder auch: 


Dla) 


Br A; B,)\2°.+ 


V2 VA: 
ERDEIENE N D, LER. 
V2: ( 32 Hr 1,B;) A, 


VB 48143314 ))= 
ae (zB: AB) + je. ee nalen ))=° Bö 


—+ 242, 393 =. 
Mit Rücksicht auf 36) ), #0) und 47) ist hier: 


oc, =Y #2, 2 DR A, Br 

10, = V 3, 3,42 — Y 4,4; 2; 

OU = uW; 
‚wo uW, durch 48) definiert ist. 

Ist A,5,-+- 4,5, = 0, d.h. liegt der Schnittpunkt von 

4 mit dem vierten harmonischen Strahle zu A in Bezug auf 
das Geradenpaar (d“Ö) und (b’a) auf der Geraden (dc), so werden 
die Koeffizienten von z,° und 2,? in 5la) einander gleich, und 
man erhält: 


5lb) VZ,(4,2, + A, B)e’ +39 + u) Ba — 0. 


$ 10. Konstruktion der Wendepunktsgeraden. 


Wir wollen uns jetzt zur Konstruktion der Wendepunkts- 
geraden wenden. 
Dafür hat Dingeldey!) einen Weg angegeben. 
Sind nämlich: 
52) 94 + 6% =U0 und 
G,'x%, + G3'% = 0 


1) Ueber Curven dritter Ordnung mit Doppelpunkt. Mathematische An- 
‚nalen 27 (1886) S. 274—276. 
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die ‚Gleichungen zweier Tanaonten in zwei korrespondierenden 
Punkten und 


52a) bot, “m u) 


die Gleichung des korrespondierenden Punktes zum Tangential- 
punkt dieser beiden Tangenten, d. h. die Gleichung des Punktes, 
in dem die Verbindungslinie der beiden korrespondierenden 
Punkte der Kurve zum dritten Mal begegnet, bezogen auf ein 
Koordinatendreieck, das durch die beiden korrespondierenden 
Punkte und den Doppelpunkt gebildet wird, so ist 


53) 096, (G1'X, — G3'%5)%? — Gs3'65 (Gr + a) — U 


die Gleichung der Kurve, und die Gleichung der Wendepunkts- 
geraden an dann die einfache Form: 


54) 4G, GG m Tal 


Dies ist aber gleichzeitig die Gleichung der Verbindungs- 
geraden der Punkte: 
95) U —4G,% =0 und G,Ü —4G,u =, 
die wieder leicht aus den Punkten: 
55a) 5 —- 9, 0 und gu —G; —0, 
konstruiert werden können, denn sie bilden mit diesen und 
den betreffenden Koordinateneckpunkten das Doppelverhältnis 4. 

Jeder dieser beiden Punkte 55a) ist aber der Schnitt der 
Tangente in dem einen korrespondierenden Punkte mit der, 
von dem andern nach dem Doppelpunkt SezDSun u 
also einfach konstruierbar. 

In unserem Falle nehmen wir die Punkte s, @« und Öd als 
Koordinatenecken. 


Die neuen Koordinaten stehen mit den alten in Ver- 
bindung durch die Gleichungen: 


6 Mer, 9% =lı% — 13%, 09% = 13%, — 13%. 


Die neue Gleichung der Kurve soll nach 53) von der 
Form: 


1,2 | 2 2; Dan 

Dh ed a et 

sein. Wenn wir hierin die Werte für die y; aus 56) einsetzen, 
muss die entstehende Gleichung, bis auf einen konstanten 
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Faktor, der der Einfachheit halber weggelassen werden kann, 
identisch mit. der ursprünglichen Kurvengleichung sein. 
Durch Gleichsetzung entsprechender Koeffiz’enten erhält 
man Bestimmungsgleichungen für 2, 9, 7, s. Die Ausrechnung 
ergibt folgende Werte: 


MR, RT T". | BEHDILZET, 
97) pP= 7 ! Dez 3 I tree ı( i 13 = 2) 
WIEEEINER „_ AN —3T) 

L,? er 


Danach wird unsere Kurvengleichung: 


58) A,5,1,1393?yı Rn EU De A NEE ee 


if u 20 


— 4,3 T,1,9°% — A, (2,Tı — 3T1,)y,’% = 0. 


Setzt man nun für die Z/, g, und s aus 53) ihre Werte 
Binantde lost nach? GG, 038 Gr, Nundlo, 053 AauL so erhält 
man für diese die Werte: 


59) IR rg AR De RFANTELS 
Fi ze ar 4 TER, 
und 

% _ Ah Al) 

Ö; 3 BAT, el, 


Somit sind: 
60) BT,Iy a L—-237)9% =0 und 
A119, + A, — 4,T5)9, = 0 


die beiden Gleichungen der Tangenten in a und 2: und die 
Wendepunktsgerade hat nach 54) folgende Gleichung: 


61) BT A BT 
+ (A,T, — 4; 13) 2,9, = 0. 
Sie ist Verbindungslinie der Punkte: 
2 21)4, 45T, 4 - 0lund 
(A,E ET LAT, u, = 0 


die man ja, wie wir oben sahen, leicht konstruieren kann. 
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S 11. Spezielle Lage der Punkte az und 2. 


Unter der Voraussetzung, dass wir die Gerade C durch 
den Schnittpunkt von 1 und 2 legten, ihre Gleichung also in 
der Form aA, —+ B2z = 0 annahmen, hatten wir die Kurven- 
gleichung dadurch auf eine noch einfachere Form gebracht, 
dass wir den « und ß bestimmte Werte gaben, d.h der Ge- 
raden C auch eine bestimmte Richtung erteilten. 


Wir wollen die Gleichung der Kurve nun auf andere 
Weise vereinfachen. 


Fig. 3. 


Wir können nämlich jetzt zwei der Punkte a, d, c auf 
zwei der Geraden A, 2, C legen, ohne dass die Kurve zer- 
fällt; nur darf, wie wir schon oben sahen, kein Punkt auf 
seiner entsprechenden Geraden liegen. Die Gerade C soll 
dabei eine beliebige Lage durch den Schnittpunkt der Geraden 
A und D einnehmen. Wenn wir nun z.B. a auf 2 und 5 
auf A legen,.se wird A,—B, =0. 

Die Kurvengleichung 5) wird daher: 


62) aA, + A223)’ DR, + Pr, + BR,’ A, a = 0. 
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Der Parameter o für die Doppelpunktstangenten hat die 
einfache Form: 


63) 0=t+ l 284, Bis 


Die beiden Doppelpunktstangenten. liegen also wieder 
harmonisch zu A und P. Daraus kann man schliessen, dass 
a und d korrespondierende Punkte sind. Ein Rückkehrpunkt 
kann bei der Kurve natürlich nicht auftreten, da o dafür ver- 
schwinden müsste. Bildet man die Gleichungen der beiden 
Tangenten in @ und Ö, so findet man: 


64) me) hber-0, 


Ihr gemeinschaftlicher Tangentialpunkt ist also der Punkt c. 
Nach dem oben (S..21) angeführten Satze ist aber dann c” der 
korrespondierende Punkt von dem Punkt ce. 


Wir haben wieder zwei Paare korrespondierender Punkte 
und können also die Doppelpunktstangenten konstruieren. 

Man sieht sofort, dass man einen eigentlichen Doppel- 
punkt erhält, wenn c von C durch keine der Geraden A und 
D getrennt wird, einen isolierten Punkt dagegen, wenn c von ( 
getrennt liegt. Die Gleichung der Wendepunktsgeraden erhält 
dann die sehr einfache Gestalt: 


Wie man sieht, gehen in diese Gleichung die Grössen « 
und 8 gar nicht mehr ein. 


Gibt man also der Geraden C alle möglichen Lagen, so 
erhält man ein Systen von Kurven dritter Ordnung, die alle 
denselben Doppelpunkt und dieselbe Wendepunktsgerade haben. 


Die Wendepunktsgerade ist auch einfach zu konstruieren, 
denn sie ist die Verbindungsgerade der beiden Punkte: 


66) Be. =) und 2m Bin =, 
die man offenbar aus den Punkten: 
66a) Au el und) A u Bu: —=(, 


den Schnittpunkten von A mit (ac) bezw. von 2 mit (be), 
leicht konstruieren kann. 
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$ 12. Die Kurve mit Doppelpunkt im Punkte e= c“. 


Wir wollen jetzt zu dem anderen oben (8. 9) erwähnten 
speziellen Falle der Kurvenerzeugung übergehen, bei dem die 
Kurve ebenfalls einen Doppelpunkt besitzt. Es war dies der 
Fall, bei dem der eine der drei Punkte @, 5 und c in dem 
Schnittpunkt der beiden ihm nicht entsprechenden Geraden 
4Atund! C’lag: 


Fig. 4. 


Es falle also etwa der Punkt c in den Schnittpunkt c' 
der Geraden A und 2. | 


Da nunmehr A, und 2, verschwinden, so lautet die 
Gleichung der Kurve: 


ö) l;(4,% 4 GR) T 
+ 6,2%,(4,3,2,?+ 2A, 3%,% + 4,3,23?) = 0. 
Wie im vorhergehenden Falle suchen wir zuerst die 


Doppelpunktstangenten und bilden zu diesem Zwecke wieder 
(die Parameterdarstellung der Kurve. 
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Schneidet man die Kurve durch den Strahl 
67) X 0 =(, 


der ja durch den Doppelpunkt geht, so erhält man die Para- 
meterdarstellung in folgender Gestalt: 


68) 0%, = — (;,(A, 3,0? 24, 3,0 + A, B,)0; 
0% = — (;(A,3A,.0—+ 2A, Bo + A,2:); 
0%, =T,(Ge + 63)e. | 
Soll nun der dritte Schnittpunkt der Geraden x, — 0x, = 0 


mit der Kurve noch in den Doppelpunkt rücken, so müssen 
%, und x, zu Null werden. 


Dies tritt ein, wenn 
69) A4,3,0+24,3,0o+ 4,3 =0 
ist. | 

Hieraus folgt: 


MI USNZT, 
70) 0= AB [ 


somit von der Lage der Geraden C unabhängig. 


Die beiden Doppelpunktstangenten sind daher: 
71) 4,3% — (ABA-+YV 143T1;5)% = 0 und 
A,B%, — (Ad — V 4,.BJ;) %—N\. 


Man sieht sofort, dass diese Doppelpunktstangenten zu A 
und D nicht harmonisch liegen. Die harmonische Lage würde 
erst beim Verschwinden des Produktes A, D, eintreten, jedoch 
würde dann die Kurve zerfallen. 


Daher können nunmehr z und 5 auch keine korrespon- 
dierenden Punkte sein. | 


Sollen die beiden Doppelpunktstangenten zusammenfallen, 
d.h. die Kurve eine Spitze haben, so muss A, 3,T, = 0 sein. 
Aber auch die Erfüllung dieser Forderung würde ein Zerfallen 
der Kurve nach sich ziehen. 


Zur Konstruktion der Doppelpunktstangenten wollen wir 


zuerst wieder korrespondierende Punkte suchen. 
B) 


er 


Da a und 5 kein solches Paar darstellen, möge untersucht 
werden, ob, bezw. unter welcher Bedingung die Punkte @ und a’ 
korrespondierende Punkte sind. 


Dieinaunda« gezogenen Tangen ten haben die Gleichungen: 
2) R=R6%; h2AGa;=0 ud 
T=B(3,6G— 25(,)1 — D’G% — BBG%a —(0. 
Die Gleichung ihres Schnittpunktes ist! 
3): 4,3806 ABGB 2B0 
- 7%C[B,6,— 220) =V. 


Setzt man dessen Koordinaten in die Kurvengleichung 8). ein, 
so verschwindet diese identisch. Dies zeigt aber, dass @ und a‘, 
analog auch 5 und 2‘ nun korrespondierende Punkte sind, 
auch ohne dass der Mechanismus noch spezialisiert werden muss. 
Die Richtigkeit dieses Ergebnisses kann man auch nach- 
prüfen, indem man das durch die Geraden 2 und (ae) mit den 
Doppelpunktstangenten gebildete Doppelverhältnis berechnet. 


B-+%B, 
B-+9QP | 
Damit ist aber die Konstruktion der Doppelpunktstangen- 
ten gegeben, denn x, = 0 und 2 einerseits, x, =0 und A 
andererseits sind zwei Strahlenpaare einer Involution, deren 
Doppelstrahlen die Doppelpunktstangenten sind. 

Wir können aber noch ein drittes Paar korrespondieren- 
der Punkte finden, denn der Schnittpunkt Z. von (ad) mit 
(a'5d) ist der korrespondierende Punkt von c’ zufolge des von 
Mac Laurin und Duröge bewiesenen Satzes: 


—= — ]»w. zb w. 


Dieses wird 


„Zieht man aus emem beliebigen Curvenpunkte b|d)| 
Strahlen nach zwei korrespondierenden Punkten aa’ [aa') 
und schneidet damit die Curve in cc |bb], so sind dies 
zwei neue. correspondierende Punkte, und der Durchschnitt 
(ac',;‘ dc) = bi, [Kadl, ad); = c't em, zw öld]: eorreszeı 
dierender Punkt‘“!) | | | 


1) Dur&ge, Die ebenen Curven dritter Ordnung. Leipzig 1871. S.209f. 
Den ersten Teil des Satzes hat schon Mac Laurin gekannt, s. de Jonquieres 
a. a. OÖ. S. 239. Um Verwechslungen zu vermeiden, sind in dem Zitate die für 
unseren Fall geltenden Buchstaben in [ ] gesetzt. 


535) 


Andererseits können wir auch die Tangenten in den 
sechs Punkten a, a‘, d, ö/, c" und d konstruieren, wie oben 
($S 8) angegeben wurde. 

Weiterhin kann man nach dem im $ 10 angegebenen 
Verfahren die Wendepunktsgerade konstruieren. 

Diese erhält jetzt auf Grund der Formel von Bromwich 
die Gleichung: 

74) WW, = A,T,(2, & — 2B, CG)% + 
ae BT,(A,C, ir 2A, (5)%, in 2A,B, (; (A,2, ie 2A, B,)X; u 0. 

Um die Gleichung der Kurve noch etwas zu vereinfachen, 
können wir, wie beim vorigen Falle, noch einen der Punkte 
a und Ö auf eine der (seraden legen. Da aber c sowohl auf 
A wie auf 2 liegt und nicht zwei der drei Punkte a, d und c 


auf einer der Geraden A, 2 und C liegen dürfen, bleibt uns 
nur die Wahl a oder d auf C zu legen. 


Wir wollen € durch @ gehen lassen, so dass alsdann a 
mit c” = (adC) zusammenfällt. Dann ist: 
| (2 (5% 4 (3%. = 0 
und die Kurvengleichung ist: 
5 GT;%,2%’+ GA, Br? +24, B%% + A B,2,9)8; = 0. 


Da, wie wir schon sahen, die Doppelpunktstangenten von 
der Lage der Geraden C ganz unabhängig sind, ändern sich 
auch jetzt ihre Gleichungen nicht. 


Dagegen wird: 
BET EN EN RREFERTEN 


T, ist also die Gerade (a6) und 7',' die Gerade (a'b), 
d.h. aber, 5 ist der Tangentialpunkt von z und «'. 


Auch die Wendepunktsgerade erhält eine etwas einfachere 
Gleichung: | 
77) W.=B G1;,%, — 23, 6I,% + 
+2B,G,(4,B, —24, B)&; =. 


Die Konstruktionen bleiben im übrigen dieselben, 
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S 13. Die drei Punkte a, 5 und c auf ihnen nicht ent- 
sprechenden Geraden A, Z und C. 


Wir hatten zu Anfang gesehen (8. 9), dass die Kurve 
nicht zerfiel, wenn man alle drei Punkte a, 5 und c auf die 
Geraden A, 2 und C legte, nur durfte kein Punkt auf der 
ihm entsprechenden Geraden und auf jeder Geraden nur ein 
Punkt liegen. | 

Legen wir nun a auf 5, d auf C und c auf A, so ist 
A,= BB —=.% =! und.die Kurvengleichunge "wird: 


) ABC%r?%+ AB (52%?% + AB 5%%?+ 
+ 24,8, 0; — A, BC) %% = 0. 
Aus dieser Gleichung kann man direkt ersehen, dass: 
(ab) =x%; = 0 die Kurve in 5, 
(de) =, -0, » 17,63 
(ca) = x, = 0 » N RL, 
berührt. | 
Es ist also aöc eines jener Dreiecke, mit denen sich 
schon Clebsch beschäftigte: ein derartiges Dreieck ist bei 
allen Kurven dritter Ordnung, die keinen Rückkehrpunkt haben, 
möglich. !) 
Ausserdem ist aber noch: 
(bc) Tangente in c', 
(ca') ” 2) 2, 
(ab‘) oh) ” b' 2) 
und hieraus folgt, dass die Punktepaare a, '@,.b, 07 an 0 
Paare korrespondierender Punkte sind. Wir wollen nun unter- 
suchen, ob, bezw. unter welcher Bedingung die Kurve einen 
Doppelpunkt hat. 
Da in der Kurvengleichung nur wenige Koeffizienten 
auftreten, wollen wir diese Untersuchung durch Berechnung 
der Diskriminante ausführen. N 


1) Clebsch, Vorlesungen über Geometrie. Bearb. und herausg. von 
F. Lindemann I. Leipzig 1876, S. 593. 

2) Salmon, Analyt. Geometrie d. höheren ebenen Kurven. Deutsch von 
Fiedler. 2. Aufl. Leipzig 1832. S. 168. 
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Die Diskriminante ist 
R = 6453 -+- 7? 


wo ‚$ und 7 die Invarlanten vierten und sechsten Grades sind. 


Fig. 5. 


26 


Schreibt man die Gleichung 7) in der Form: 


Ta). 30,27%, 322’ #302 6m — (V 
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so wird: 
$S = — (m! + 3maybz c,), 
T= — (8m — 36m? a, b,c, — 27a? b3?c,2).') 
Danach wird für unsere Gleichung 7): 
78) R= $ßA?B°C2 154,74, 32’ DB Oc 
+ 64,43, B?C?G — ABC P)a?b c°. 


Die Kurve hat einen Doppelpunkt, wenn AR verschwindet, 
d.h. in unserem Fall, wenn der Klammerausdruck verschwindet, 
da a,Ö,c, von Null verschieden vorausgesetzt werden möge. 


Diesen Klammerfaktor kann man man aber in drei Faktoren 
zerlegen: 


(4,3, C, + AB 6)’ (A, BC, — 8A, 2, C;). 


Fasst man hier die Koeffizienten in der Gleichung irgend 
einer der drei Geraden A, D und C als Unbekannte oder 
geradezu als Linienkoordinaten auf, so sagt das Verschwinden 
eines dieser Faktoren aus, dass die betreffende Gerade durch 
einen bestimmten Punkt gehen muss, wenn die Kurve einen 
Doppelpunkt haben soll. 


Setzt man die beiden Klammern der Reihe nach gleich 
Null und eliminiert man (C/,, C;, so erhält man die beiden 
Kurvengleichungen: 


79) A)’ B?2,’%, — Ay’ B, B,xX,’%, — A, A, B3?%,%g? — 
— 3441 AD =% 


80) 84,°2,?2,?%, + As’ By B3%3?%, + A, A, B3?2, 0? — 
— 6A, 4,8, B,%,%% =. 


Un nun zu sehen, ob für diese beiden speziellen Lagen 
der Geraden C die Kurve auch nicht zerfällt, suchen wir die 
Bedingungen für ihren Zerfall. Diese erhält man aus den 
Gleichungen: 


dI ds "daR ds; an. ds an 


Ba a ee 


81) 


1) Die obige Schreibweise und die Ausdrücke der Invarianten sind dem 
oben angef. Werke von Salmon S. 244 f. entnommen. 
9s. Salmona.a.O. S. M4f. 
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Die ersten drei dieser Ausdrücke sind in der Tat alle 
. 6(amd-+ 3a, Ö;C,): 
Aa 7 
dagegen ist aber 
| dT daS __12m?(4m?-- 9a, db; c,) 
dm dm . ..Am? --3a,byc, 


und man erhält so als Bedingung für das Zerfallen der Kurve: 
82)  Bdap2brc?— 

Die Gleichungen 79) und 80) stellen also eigentliche 
Kurven dritter Ordnung mit Doppelpunkt dar. 

Man sieht übrigens hierbei auch, dass die Kurve, die 
durch die Gleichung 7) bestimmt ist, nicht zerfällt, wenn man 
m d.h. den Koeffizienten von, X%,%,%, zum Verschwinden 


bringt, was man z. B. dadurch erreichen kann, dass man der 
Geraden C die Gleichung: 


ABEND A BR 0 
gibt. 
Allerdings kann dann die Kurve keinen EDpE Rue 
mehr haben, denn für =» = (0 wird 


De aan Das 
und das Verschwinden von X würde ein Zerfallen der Kurve 


zur Folge haben. 


Wie schon auf S. 36 angedeutet, kann die Kurve nie 
einen Rückkehrpunkt haben, denn Bedingung dafür wäre 
S=7=0. Dies kann man aber nur dadurch erreichen, dass 
man ausser 72 auch einen der drei Koeffizienten a,, d,, c, zu 
Null werden lässt, wodurch die Kurve ja zerfallen würde. 


Wir wollen jetzt die beiden Kurven mit Doppelpunkt 
weiter betrachten. 

Die erste hatte die Gleichung: 
79) APB’an’a, — Ay?’ B, Br’, — Ay Ay Bz?x, 20? — 


Ba 


Die Gerade C hat hierbei die Gleichung: 
83) 4,38% - 4,3%, —U 
oder, wie man sie auch schreiben kann: 
35) 23 Ar + A) ABA + BR) 0 


Hieraus sieht man sofort, dass sie durch den Schnitt- 
punkt c von A und 2 geht. Wir haben daher den oben- 
"behandelten Fall, dass A, B und C sich in einem Punkte 
schneiden, nur liegen hier die drei Punkte a, d und c auf den 
drei Geraden 3, C und A. Natürlich ist der gemeinsame 
Schnittpunkt der Doppelpunkt. Wir finden nun die Gleichungen 
des Parameters eo für die Doppelpunktstangenten und der 
Wendepunktsgeraden, wenn wir in die Gleichungen 13) und 21) 


& D5 & 
—_—_ 2 und dA = =: (,=( einsetzen. 
ß A, 3 1 2 
So erhalten wir 
aß wre: 
84) e-— , adV-3 1), 
DB, 
und | 
85) WW, = A, Br — AB% + A, Br =. 


Da die beiden Werte von _ stets konjugiert komplex 
sind, erhält man also stets eine Kurve mit isoliertem Punkt. 


Die Wendepunktsgerade ist als Verbindungsgerade der 
beiden Punkte: 


A,u 4- A, =0 und 
Bu, + Bu, = 0 
leicht konstruierbar. 
Die zweite Kurve mit Doppelpunkt hatte die Gleichung: 
80) 84,23,22,?%, 4 A,’ B,B,23°% + A A, Br’ is — 
er DA HA A Br): 
Hier hat die Gerade C die Gleichung: 
86) GBA AR Fr Ri, 0 
Man kann diese Gerade C' mit Hilfe von: 
86a) A241, DB, = 0 
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konstruieren, einer Geraden, die die vierte harmonische zu der 
Geraden C’ im obigen Falle in Bezug auf x, =(0 und, =0 
darstellt. 

Den Doppelpunkt kann man nun nach dem Satze von 
Cazamian (vgl. S. 21) konstruieren. 

Er muss danach nämlich auf dem vierten harmonischen 
Strahle zu (d’c’) in Bezug auf (ad) und (ad) liegen. Die 
drei letztgenannten Geraden haben die Gleichungen: 

87) be)= Ar + A% =), 
(ab) =8B,% — Bx; = 0, 
(ab) = 8A, 3% 4 4, B,%; = 0 oder 
83, (d'c) — A,(ab') = 0. 

Hieraus folgt als Gleichung für den vierten harmonischen 
Strahl: | 
88) 4B,(b'c) — A,(ab) =0 oder 

Andererseits muss der Doppelpunkt auf dem vierten har- 
monischen Strahle zu (a’d') in Bezug auf (a'c') und (a’c) liegen. 

Die Gleichungen dieser Geraden sind: 

89) (a6) = 8A, B,%, 4 A,B,%; = 0 oder 
Aztac) + By(atc) = 0, 
(a’c)=B,x%, + Br, =, 
(acd)=8A,r, — A,% =). 

Daraus folgt als Gleichung für den vierten harmonischen 
Strahl: 

90) 84, Br, — 24, Di — AB; = 

Der Schnittpunkt dieser beiden gefundenen vierten har- 
monischen Strahlen ist der Doppelpunkt: 

91) A, B,u, + 2A, B,uy — 4A, Bu; = 0. 

Er ist zugleich Schnittpunkt der beiden Geraden: 

92) 2A, — Ar = 0 und 23,% — Bx% =. 


Die Doppelpunktstangenten kann man jetzt auch nach 
oben angegebener Weise konstruieren. Wir wollen aber auch 
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ihre Gleichungen aufstellen., Zu diesem Zwecke bilden wir 
zuerst die Parametergleichung der ‚Kurve. 
Wir schneiden die Kurve durch die Gerade: 


93) 2A, I ware Ass = o(25, X ra 23%) = 0, 
die ja nach 92) durch den Doppelpunkt geht, und suchen die 
Koordinaten des dritten Schnittpunktes beider. So erhält man: 
94) 2%:%9:%= — 02D, BA, 203): 4, 42: 
A, (A, —+ 203,)%. 

Setzt man für x; die Koordinaten des. Do ein, 
so kann man aus den drei Proportionen die Gleichung: 
95) 45°?0 24,30 4? = 0 
ableiten. Hieraus findet man die beiden Werte für 9 die die. 
Gerade 93) zu Doppelpunktstangenten machen: 


96) Ban Ten y 
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IRA 
Man erhält also wieder nur Kurven mit isoliertem Punkt. 


Schliesslich erhält man aus der Formel von Bromwich 
noch die Gleichung der Wendepunktsgeraden: 


97) W,= 4A,B,x, 4 24,B,% 4 4,33%; =. 
Auch sie lässt sich leicht konstruieren, da sie os Ver- 
bindungsgerade der beiden Punkte: 


98, na 2A eV ıumd Bau, — 2B,u, = 0 ist. 


Nachdem wir nun alle im $ 4 angegebenen speziellen 
Fälle der Anordnung der Elemente, die ein Zerfallen der Kurve 
nicht zur Folge hatten, behandelt haben, wollen wir jetzt die 
Bewegungsmechanismen für einige gegebene spezielle Kurven 
bestimmen. | 


$ 14. Der Mechanismus zur Erzeugung der Newton’schen 
Parabeln mit Doppelpunkt und des Kartesischen Blattes. 
Für unsere Untersuchungen wollen wir ein rechtwinkliges 


Koordinatensystem zu Hilfe nehmen, beidem x=0 undy=0 
die Axen darstellen, während 2 = 0 die Gleichung der unend- 
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lich fernen Geraden ist; z, v, w seien die entsprechenden 
Linienkoordinaten. 


Liegt der Doppelpunkt der Newton’schen Parabel im 
Koordinatenanfang, und ist die x-Axe Symmetrieaxe der Kurve, 
so hat diese die Gleichung: 


99) y?2 = nx?(x 4- m2) 
im Falle eines eigentlichen Doppelpunktes und 
100) y?2 =.nx?(x — m2) 


im Falle eines isolierten Punktes, wenn jedesmal »2 und 
positive Grössen sind. 


Fig. 6. 


Wir wollen nun die im $ 12 behandelte Anordnung 
wählen, bei der der Doppelpunkt, dadurch dass c ın den 
Schnittpunkt von A und 2 fällt, bedingt ist. 


Wir legen A und 3 durch den Koordinatenanfang und 
c in denselben. Da die Kurve zur x-Axe symmetrisch liegt, 
wollen wir auch A und 3 symmetrisch zur x-Axe annehmen, 
und zwar möge A im ersten und dritten, 2 im zweiten und 
vierten Quadranten liegen. Die Gerade C legen wir parallel 
zur y-Axe; dagegen sollen @ und 5 vorläufig unbestimmt 
bleiben. 


Ri 


Die zur Erzeugung der Kurve notwendigen Grassmann- 
schen Elemente haben dann die folgenden Gleichungen: 

10) A=Axr—-Ay=0, B=Ar+497=0, 
C=(x—(2=(, 

wo sämtliche Koeffizienten von gleichem, übrigens beliebigem, 

Vorzeichen sein müssen und daher positiv angenommen werden 

sollen. 

Die Punkte z und 5 mögen die Gleichungen: 

.e=z,.ut 3 ,w=0 db=b,urbvr bw—(0 
haben, während c durch w = 0 gegeben ist. Be, 

Dem planimetrischen Produkte: 

AN KERN Sc) 0 
gemäss stellen wir jetzt unsere Kurvengleichung auf: 
Aus 
A, —a,y) Al — a, y) 
102) | — 4,(5x— 5,9) Al&x — 5,9) 
(3% C,Y 
— (4,9 — 9) + A a2 — %%)] 
[A4; (69 — &2) - Aldı2 — 5x) = 0 
| | CR 
erhalten wir folgende Gleichung: 
103) 4,(2,5, 41.0; — a, 5,4A,(C;, {4 2a,6,4, a 
+A’G: — a6)” 
1 (236,4, (3 — a6,A,C, — 2a, b,A,C, — 2,6, A,C,)xy 
—+ As (a; &, A, C; — a, 8, A, C; + 2a, b, A, C,)xy? 
4,6% A, — a,b, A, — 20,6, A,)x°2 
+ 43 C5 (a, di Ay — a,%,A, — 2a, di A,)y?2 
+24,4 064%, + %b)xy2 =). 

Wir wollen jetzt auch @ und Ö symmetrisch zur x-Axe 
anordnen und bemerken sofort: 

Liegt « im ersten oder dritten Quadranten, also Ö im 
vierten bezw. zweiten, so trennen sich die beiden Strahlen- 
paare der Involution (vgl. S. 19), wir werden also einen iso- 
lierten Punkt erhalten. 
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Liegt dagegen @ im vierten oder zweiten und Ö im ersten 
oder dritten Quadranten, so erhalten wir einen eigentlichen 
Doppelpunkt. 

I. Es werde zuerst z in den ersten, # in den vierten 
Quadranten gelegt. 

Dies geschieht, wenn man setzt: 


a1=fır W—ß u 

= hm Gmb 
wo die /, von gleichem Vorzeichen sind und daher als posi- 
tive Grössen angenommen werden sollen. 

In unserer Kurvengleichung 103) verschwinden dadurch 
die Koeffizienten von 9°, x?y und xyz, und sie geht über in: 
104) AB BAG —- BAG) 
4A, — BaßsA, C3)y? — A, CzPrlhıAı — PA)? — 

— 4 GP (AA — dA,)y% = 0. 

Unsere gesuchte Kurvengleichung besitzt aber kein Glied 

xy?, es muss also, da A, von Null verschieden ist: 
105) Bir CL —PaPs A,(C, = 0 
sein. Hieraus folgt: 

„ap 

‘ A; C3ßs 
und nach Einführung dieses Wertes in die Gleichung 104) 
wird diese: 
106) A,C (A, Aı + As) — Ar Az 3 P X’ — 
— Ay? (3 Pıy°2 = 0 


oder: 
gi, — AG ldıpı + As 9) am 
As’ Cz Pi G(AA—- A, 
Die Gleichung hat jetzt die vorgeschriebene Form und 
es sind somit die Grössen /,, /, und /, so zu wählen, dass 
pi? Aı Cı — LPs Äs Cl, verschwindet, d. h. aber der Punkt a 
bezw. 5 muss auf der Kurve: 


107) Ar an, Be) 


liegen. Dieselbe ist eine Parabel, die den Koordinatenanfangs- 
punkt zum Scheitel, die x-Axe zur Scheiteltangente hat und 


EN (a Zamıra 
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sich in Richtung der positiven y-Axe öffnet. Sie geht ausser- 
dem noch durch 2‘ und hat zur Leitlinie die Gerade: 
108) 4A, Gy —- 4, 2 = 0. 


Da nach Voraussetzung der Punkt z positive Koordinaten 
hat, kann er natürlich nur auf der Hälfte der Parabel liegen, 
die im ersten Quadranten liegt. 


II. Wollen wir jetzt eine Kurve mit eigentlichem Doppel- 
punkt erzeugen, so legen wir z in den vierten Quadranten 
und Ö in den ersten, indem wir 


ee a BR ee 
m h=R db; = 93 
setzen, wobei die g,; wieder positive Grössen sein sollen. 


Unsere Kurvengleichung geht dann über in: 


109) — A, 9:46 + nAG)°+ 
Aa? A C+ 994 6)’ 
+46 %(Q1 A + %4,)x% — 
— 4641 A + 94) = 0. 
Hier muss wieder der Koeffizient von xy? verschwinden, 
man hat somit zu setzen: 


110) At —0, 
d.h. @ bezw. d liegen auf der Kurve. 
111) Au: em 


Diese Kurve ist in Bezug auf die x-Axe das Spiegelbild 
der in I. auftretenden Parabel. 

Die Gleichung der gesuchten Kurve wird nunmehr: 
112) A, (4, qı — 4,9)? + 4Aı AG 9x2 — 

— 4,?0,9,9%2 = & 
oder: 
4,4, (A 9ı — 429) 9 A,(39; 
= = ee 0 zur a 
A,?C3q ar GA Ag) 


‚20 


[) 


III. Durch den eben angegebenen Mechanismus kann 
man aber auch das Kartesische Blatt erzeugen. 
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Seine Gleichung ‚wird gewöhnlich in der Form: 


x —- 93 — 3cxy = 0 
angegeben. Dabei sind x=0 und y=0 die Doppelpunkts- 
tangenten. 


Wir wollen jedoch die Kurve so legen, dass sie die x- 
Axe zur Symmetriaxe und den Doppelpunkt im Koordinaten- 
anfang hat. Die Schleife erstrecke sich von der y-Axe 
nach links. 


Die Gleichung der Kurve ist dann von der Form: 
113) y(b— 3x) = ax?(b +x) 
oder in homogener Form geschrieben: 
113a) xy? + 2x4 2 ai —y2—(. 
Unsere Gleichung in II. war von der Form: 
7x — sxy? + ta — uy? =. 


Durch Vergleichung der Koeffizienten ergibt sich: 


a r ‚ab A b u 
Ne 
ab sur 
Aus der ersten und dritten folgt ER ale Nor 


Zur 
2 


Daher ist - = — oder sur =. 


Setzt man aus 109) die Werte für die 7, s, Z, « ein, so 
ergibt sich: ) 
115) 22A,G +% 7,4; G +3,,:AG +31 RA: Cl, =), 
d. h. aber der Punkt 2 muss auf der Hyperbel: 

A, C,x?—+ A, C,yz + 34, C,x2 4 34, C,xy = 0 

liegen. Die Gleichung 109) geht dann über in: | 
A, (39 (439 aa NM) 2. [ 4A,C,9 EN 
34,091 (Aıgı — 439) 84,69 

C3(A,@ ur 3A, q,) 


— — ——yz—=N,. 
GA, — Ay) 2 


116) 9? + 
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$S 15. Der Mechanismus zur Erzeugung einer anderen 
speziellen Kurve dritter Ordnung. 


Wir wollen noch für eine 
andere Kurve den Mechanismus 
bestimmen, nämlich für: 

2MX 

Diese Kurve besitzt einen iso- 
lierten Punkt auf der y-Achse im 
Unendlichen und drei Wende- 
punkte im Endlichen mit den 
Koordinaten: 


=, y-V; 


") 14 


Für unsere Zwecke schreiben 
wir die Kurvengleichung in der 
Form: 


117a) 229 — n?yz? — 2mx2?— 0. 


Wegen des im Unendlichen 
auf der y-Axe liegenden isolierten 
Punktes, nehmen wir diese Axe 
als Gerade C’ an und legen die 
Geraden A und D als Parallelen 
zu ihr in gleichem Abstand links 
und rechts. 

Die Punkte @ und 5 kommen 
symmetrisch zum Koordinaten- 
anfang in den ersten und dritten 
Quadranten zu liegen und ce wird der unendlich ferne Punkt 
der x-Axe. 


Die Gleichungen der soeben festgelegten Elemente sind: 
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1189) dA=4Arxr-+4A2=0, B=Axr— Az, 
aut 3 +,w=0, dbzauau rg!’ — WW. 
ceu—\, 

wobei die A; und a, positive Grössen sind. 
Es wird dann (xaA)(xd8B)(xcC) = 
Azta2—a3%) A lar — a,y) — Az(a;y — a2) 
— A,(a2-+ 03%) Aylar — a,y) — Az(a3Y -H 932) 
0 N 
A,(a,2 — a,%) 
A,&2-+.a;x) | = 0 


04} 


oder ausgerechnet: 
119) 224,2 — a,(a Aı + 934;)x2?-+ a, a4,y2? = 0. 
Diese Gleichung hat die verlangte Form. 


Nun verlegen wir die Punkte @ und 5 in die Wende-" 
punkte, d.h. wir setzen: 


— 2n? V3« m V>3> + 2nw = (0, 
:— 2n? V3« _ my 3% + 2nw = (0. 
Dadurch wird die Kurvengleichung: 
127 2nA,x?y-- 2n?A, V 3»: —— 
— (ImnÄ, —- m A,y 3) BE MEE 


120) 


N 
| 


Wir können aber noch die Geraden A und 2 so legen, 
dass die Kurve genau die Gleichung 117a) hat. Es muss dann 
nämlich: 

> 2$ f 3 [3 f 3 
122) 24? A, 3 ee 3mnA, + mA; V3 


IL 


and, end, 


= 2m 
sein. 

Aus diesen beiden Gleichungen folgt aber: 
123) EN V3: N. 
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Die Geraden Ad und 2 haben also die Gleichungen: 
124) de V 3% Isar Be V3x N el, 


d.h. ihr Abstand von der y-Axe ist gleich dem dritten Teil 
des Abstandes, den die beiden Wendepunkte @ und 5 von der. 
y-Axe haben. 
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